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요  약 

 

매개 변수 공진으로도 알려진 동적 좌굴 현상은 구조물이 축 방향의 

동적 압축 하중을 받을 때 발생하는 동적 불안정 현상으로서 구조물에 

심각한 파손을 유발할 수 있다. 특히 초음속으로 운동하는 항공기나 탄도 

미사일, 발사용 로켓과 지구 대기권 재돌입체 그리고 초공동 수중운동체

와 같이 동적 압축 하중을 받는 구조물을 설계할 때 구조물의 동적 좌굴 

거동을 예측하여 설계하는 것이 중요하다. 이에 본 논문에서는 축 방향의 

동적 압축 하중을 받는 쉘 구조물에 대해 동적 좌굴 해석을 하기 위한 

유한요소해석 프로그램을 개발하였으며, 선형/비선형 정적 해석과 진동 

및 정적 좌굴 해석을 통해 프로그램에 사용된 쉘 요소의 신뢰성을 확인

하였다. 또한 다양한 모델에 대한 동적 좌굴 해석 결과를 이론적인 해나 

실험을 통해 나온 결과와 비교함으로써 본 프로그램의 타당성을 검증하

였다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ii 

 

ABSTRACT 

 

Dynamic buckling, also known as parametric resonance, is one of the dynamic 

instability phenomena which may lead to serious failure of structure. It occurs when 

compressive dynamic loading of axial direction is applied to the structures. 

Therefore it is essential to consider the dynamic buckling behaviors of structures, 

especially when the structures is designed to be utilized in compressive dynamic 

loading of axial direction such as faster supersonic aircrafts, ballistic missiles,  

launcher, re-entry vehicles and supercavitating underwater vehicles. In this study, 

the finite element program is developed for dynamic buckling analysis. Linear and 

nonlinear static analyses, dynamic analysis and static buckling analysis are 

performed to demonstrate the accuracy of the developed program. Also the dynamic 

buckling analyses are carried out for various models and the computational results 

are verified by comparing with analytical and experimental solutions. 
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1. 서  론 

 

좌굴(buckling, 挫屈)이란 주로 길이가 그 횡단면의 치수에 비해 큰 구

조물의 양단에 압축하중이 가해졌을 경우, 하중이 어느 크기에 이르면 기

둥이 갑자기 휘는 현상을 말한다. 특히 긴 기둥이나 쉘을 많이 사용하는 

항공기, 차량, 선박, 건축물 등의 설계에서 좌굴 문제가 중요하며, 원통형 

쉘의 경우 가스와 같은 액체를 저장하는 압력용기로 사용될 뿐만 아니라 

잠수함이나 항공기와 같이 외압을 받는 구조물에 사용된다. 이와 같이 다

양한 분야에서 사용되는 쉘 구조물은 그 두께가 길이에 비해 얇기 때문

에 진동이나 좌굴에 취약한 특성을 보인다. 이러한 취약점을 해결하기 위

해서는 우선 구조물에 작용하는 하중의 특성을 파악하고 문제가 발생하

는 부분에 대해 구조물을 어떻게 보강할지 결정해야 한다. 

 

일반적으로 좌굴 문제를 다룰 때 정적 하중만을 고려하지만 특수한 

경우에 대해서는 동적 하중도 함께 고려해야만 한다. 예를 들어 초음속으

로 운동하는 항공기나 탄도 미사일, 발사용 로켓과 지구 대기권 재돌입체 

그리고 초공동 수중운동체의 경우 빠른 속도로 인해 축 방향으로 매우 

큰 동적 압축하중이 작용하게 된다. 이러한 동적 압축하중으로 인하여 발

생하는 좌굴을 동적 좌굴(dynamic buckling) 또는 매개변수 공진(parametric 

resonance)이라고 한다. 동적 좌굴이 발생하게 되면 구조물의 횡 방향 운

동이 커지게 되고 이로 인해 구조물의 불안정성이 증가하여 치명적인 손

상을 유발할 수 있다. 그러므로 동적 좌굴 현상을 방지하기 위해서는 이

러한 하중이 작용하는 구조물에 대한 해석을 통해 구조물이 불안정해지

는 영역을 파악하고 이를 고려하여 설계하는 것이 중요하다.  

 

하지만 기존 상용유한요소해석 프로그램의 경우 정적 하중에 대한 정

적 좌굴 해석만 가능하며, 동적 하중 또는 정적 하중과 동적 하중이 동시

에 가해지는 경우에 대한 좌굴 해석이 불가능하다. 이에 본 논문에서는 

축 방향의 동적 압축 하중을 받는 쉘 구조물에 대해 동적 좌굴 해석을 

하기 위한 유한요소해석 프로그램을 개발하였으며, 선형/비선형 정적 해

석과 진동 및 정적 좌굴 해석을 통해 프로그램에 사용된 쉘 요소의 신뢰
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성을 확인하였다. 또한 다양한 모델에 대한 동적 좌굴 해석 결과를 이론

적인 해나 실험을 통해 나온 결과와 비교함으로써 본 프로그램의 타당성

을 검증하였다. 
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2. 이론 

 

2.1 MITC4 Shell Element 

 

쉘 구조물을 유한요소 모델로 만들기 위해서 다양한 쉘 요소 가운데 

Bathe와 Dvorkin에 의해 개발된 MITC4라는 쉘 요소를 선정하였다. MITC4 

쉘 요소는 3차원 솔리드 형상으로부터 쉘 형상을 표현하므로 

지배방정식의 유한요소 정식화가 다른 쉘 요소에 비해 간단하다. 또한 쉘 

이론을 사용하지 않고 3차원 응력, 변형률을 사용하여 표현되며, 임의의 

형상에 대한 두꺼운 쉘과 얇은 쉘 모두 적용 가능하다는 장점이 있다. 

그리고 대 변형/회전(작은 변형률)과 재료 비선형에 모두 적용 가능하다. 

[1] 

 

MITC4 쉘 요소 내부의 임의의 점은 고유 좌표계(natural coordinate 

system)에 대해 정의 할 수 있으며, 위치 벡터는 식(2.1)과 (2.2)같이 

나타낼 수 있다. 

 

초기 형상(t=0)에서 
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임의의 시간 t에서 
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이 때   ,IN 는 형상함수이고, I
t
X 는 시간 t일 때 노드 I의 좌표를 

나타내며, 시간 t=0이면 초기 형상에서 노드 I의 좌표를 나타낸다. 그리고 

It 는 노드 I의 두께이고 
n
I

t
V 은 시간 t일 때 노드 I의 두께방향의 법선 

벡터(normal vector)를 나타내며, 시간 t=0이면 초기 형상에서 노드 I의 
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두께방향의 법선 벡터를 나타낸다. 

 

임의의 시간 t에서의 MITC4 쉘 요소의 변위는 식(2.3)과 같이 나타낼 

수 있다. 
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








       

(2.3) 

 

임의의 시간 t에서의 변위는 시간 t일 때의 형상과 초기 형상의 

차로부터 구할 수 있으며, 이 때 I
t
u 는 시간 t일 때 노드 I의 변위를 

나타낸다. 그리고 이로부터 변위의 증분은 식(2.4)와 같이 나타낼 수 있다. 
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Fig. 1 Four-node shell element 
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여기서  와  는 각각 1
V 과 2

V 방향 벡터의 회전각이고, 이 때 1
V

과 2
V 는 n

V 으로부터 식(2.5)와 같이 구할 수 있다. 

 

12

2

21 , VVV
Ve

Ve
V 




 n

n

n               (2.5) 

 

이 때 321 ,, eee     는 전역 직교 좌표계(global Cartesian coordinate 

system)의 기저(basis)이다. 그리고 만약 02  nVe 이라면, 1
V 과 2

V 는 

식(2.6)과 같이 나타낼 수 있다. 

 

1
2

3
1 , eVeV                 (2.6) 

 

하지만 위와 같이 변위를 정의할 경우 일정한 굽힘 모멘트가 가해질 

때 요소의 모든 점에서 횡 전단 변형률(transverse shear strain)이 영(零)이 

될 수 없고, 이로 인해 얇은 형상에 대해 요소의 „잠김현상(locking 

phenomenon)‟이 발생하게 된다. 그러므로 연속체 역학의 가정이 Kirchhoff 

쉘의 가정을 포함할지라도 유한요소이산화를 통해 이러한 가정을 표현할 

수가 없다. 이러한 결점을 해결하기 위해 MITC4 쉘 요소에서는 식(2.7)과 

같은 횡 전단 변형률에 대한 보간법을 적용하였다. [1] 
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Fig. 2 Interpolation function for the transverse shear strains 
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    BD
  ~1

2

1~1
2

1~           (2.7b) 
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2.2 Geometric Nonlinear Formulation 

 

좌굴 해석을 하기 위해서는 기하 강성 행렬(geometric stiffness matrix)이 

필요하며, 이를 구하기 위해 MITC4 쉘 요소에 대한 비선형 유한요소 

정식화 과정을 수행하였다. 

 

현재 형상에 대한 평형방정식은 식(2.8)과 같다. 

 

ufσX
              (2.8) 

 

식(2.8)에 가상 변위에 대한 현재 형상에서의 가상 일 정리를 사용하면, 

식 (2.9)와 같이 쓸 수 있다. 

 

   

VV

dVdV uufσu X
                 (2.9) 

 

식(2.9)를 인덱스를 사용하여 표현하면 식(2.10)과 같다. 
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ij

i dVuudVf
x

u 


                (2.10) 

 

이 때 식(2.11)을 식(2.10)에 대입하면 식(2.12)와 같은 결과를 얻을 수 

있다. 
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
         (2.11) 

 
 




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



V

ii

V

iiij

j

i

j

iji
dVuudVfu

x

u

x

u



       (2.12) 

 

식(2.12)에 가우스의 발산 정리(Gauss‟ divergence theorem)를 사용하면 

식(2.13)과 같이 나타낼 수 있다. 
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식(2.13)에서 좌측 첫 번째 항의 면 적분 부분은 식(2.14)와 같이 

기하학적 경계조건(geometric boundary condition)과 자연적 경계조건(natural 

boundary condition)으로 나눌 수 있으며, 이 때 식(2.14)의 좌측 첫 번째 

항은 기하학적 경계조건에서 가상변위가 영(零)이므로 생략할 수 있다. 
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(2.14) 
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그리고 식(2.14)에 식(2.15)를 대입하여 정리하면 현재 형상에서의 가상 

일에 대한 식을 식(2.16)과 같이 얻을 수 있다. 

 

 
 V

ijij

V

ii

V

ii

V

ii dVdVuudVfudAtu

m

         (2.16) 

 

식(2.16)에서 좌변은 외력에 의한 가상 일이고, 우변은 내력에 의한 

가상 일이다. 

 

비선형 해석을 수행하기 위해서는 Total Lagrangian 기법과 Updated 

Lagrangian 기법이 있으며, 전자의 방법은 문제를 초기 형상에 대해 

정의하는 방법이고, 후자의 방법은 현재 형상에 대해 정의하는 방법이다. 

본 논문에서는 전자의 방법을 사용하였으며, 식(2.17)을 사용하여 변형된 

현재 형상의 응력과 변형률 등을 초기 형상에 대해 정의하였다. 

 

 

00
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formular)  s(Nanson'    nFn 







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V

dAJAdAA      (2.17b) 

 

00

00 :::
VVV

dVdVdV SEPFσε         (2.17c) 

 

이 때 (A)는 임의의 값을 의미하고, F는 변형 구배(deformation gradient), 

J는 자코비안(Jacobian)으로 체적변화율을 나타낸다. 그리고 ε 과 σ 는 

현재 형상에서의 미소 변형률(infinitesimal strain)과 Cauchy 응력을 

의미하고, E는 Green-Lagrange 변형률로써 초기 형상에서 정의된다. P는 

1차 Piola-Kirchhoff 응력을 나타내고, S는 2차 Piola-Kirchhoff 응력을 

나타내며, 두 응력 모두 초기 형상에서 정의된다. 

식(2.17)을 사용하여 식(2.16)을 초기 형상에 대해 정의해주면 

식(2.18)과 같이 나타낼 수 있다. 
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 0000

000000
~:

VVVV

dVdAdVdV

m

funFSuSEuu        (2.18a) 

 
 0000

000000
~:

VVVV

dVdAdVdV

m

funPuPFuu        (2.18b) 

 

식(2.18b)는 1차 Piola-Kirchhoff 응력으로 표현한 식이고, 식(2.18a)는 

2차 Piola-Kirchhoff 응력으로 표현한 식이다. 본 논문에서는 2차 Piola-

Kirchhoff 응력을 사용한 식(2.18a)를 사용하였다. 
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Fig. 3 An arbitrary surface with global Cartesian coordinate system(x, y, z), 

natural coordinate system     ,,  and local covariant coordinate system 

spanned by ig  

 

고유 좌표계(natural coordinate system)에서 공변 기저(covariant basis)는 

식(2.19)와 같이 나타낼 수 있고, 변위에 대한 기울기(gradient)를 고유 

좌표계와 반공변 기저(contravariant basis)를 사용하여 표현하면 식(2.20)과 

같이 표현할 수 있다. 
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변형률은 식(2.20)을 사용하여 식(2.21)과 같이 나타낼 수 있다. 
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그리고 변형률 텐서(strain tensor)에서 공변 성분(covariant component)을 
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얻기 위해 변형률 텐서 좌우에 공변 기저(covariant basis)를 내적하면, 

식(2.22)와 같은 결과를 얻을 수 있다. 
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그리고 식(2.22)를 식(2.19)를 사용하여 표현하면 변형률 텐서의 공변 

성분(covariant component)은 식(2.23)과 같이 나타낼 수 있다. 
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이와 같은 방법으로 Green-Lagrange 변형률을 표현하기 위해서 우선 

Green-Lagrange 변형률은 식(2.24)와 같이 정의 할 수 있다. 
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     (2.24) 

 

그리고 Green-Lagrange 변형률 텐서에서 공변 성분(covariant 

component)을 얻기 위해 Green-Lagrange 변형률 텐서 좌우에 공변 

기저(covariant basis)를 내적하면, 식(2.25)와 같은 결과를 얻을 수 있다. 
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식(2.25)를 변위에 대한 증분형태(incremental form)로 나타내기 위해 

uuu  t 을 대입하여 정리하면, 식(2.26)와 같은 결과를 얻을 수 있다. 

이 때 식(2.26)의 첫 번째 항은 u 에 대한 상수 항이고, 두 번째 항은 

u 에 대한 선형 항 그리고 세 번째 항은 u 에 대한 비선형 항을 

나타내며, 이를 간략하게 기호로 표시하면 다음과 같이 쓸 수 있다. 
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(2.26) 

 

가상 일에 대한 변형률을 구하기 위해 Green-Lagrange 변형률에 

변분(variation)을 취하면 식(2.27)과 같이 나타낼 수 있다. 
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(2.27)

 

 

위와 마찬가지로 Green-Lagrange 변형률 텐서에서 공변 성분(covariant 

component)을 얻기 위해 식(2.27)의 좌우에 공변 기저(covariant basis)를 

내적하면, 식(2.28)과 같은 결과를 얻을 수 있다. 
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(2.28) 

 

식(2.28)을 변위에 대한 증분형태로 나타내기 위해 uuu  t 을 

대입하여 정리하면, 식(2.29)와 같은 결과를 얻을 수 있다. 이 때 

식(2.29)의 첫 번째 항은 u 에 대한 상수 항이고, 두 번째 항은 u 에 

대한 선형 항을 나타내며, 이를 기호로 간략하게 표현하면 다음과 같이 

쓸 수 있다. 여기서 tu 는 고정된 값이므로 tu 에 대한 변분(variation)은 

영(零)이 된다. 
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(2.29)

 

 

식(2.28)과 식(2.29)의 결과를 식(2.18a)의 
0

0:
V

dVSE 항에 대입하면 

식(2.30)과 같이 정리할 수 있다. 이 때 식(2.30)의 첫 번째 항은 상수 

항이고, 두 번째 항은 선형 항, 세 번째 항은 고차 항이며, 네 번째 항은 

선형 항, 다섯 번째와 여섯 번째 항은 고차 항을 나타낸다. 
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   (2.30) 

 

따라서 식(2.30)에서 고차 항을 제외하면 식(2.31)과 같은 결과를 얻을 

수 있으며, 첫 번째 항은 상수 항이고, 두 번째와 세 번째 항은 선형 
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항을 나타낸다. 
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앞서 정의한 MITC4 쉘 요소의 위치 벡터 식(2.1), (2.2)를 행렬 형태로 

표현하면 식(2.32), (2.33)과 같이 나타낼 수 있고, 이를 간단하게 기호로 

표현하면 다음과 같이 표현할 수 있다. 이 때 31 은 3행 3열의 단위 

행렬(identity matrix)을 나타낸다. 
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또한 임의의 시간 t에서의 변위 식(2.3)과 변위의 증분 식(2.4)를 행렬 

형태로 표현하면 식(2.34), (2.35)로 각각 나타낼 수 있고, 이를 간략하게 

기호로 표현하면 다음과 같이 표현할 수 있다. 
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이 때 n
V 이 현재 형상의 변화에 따라 변하므로 1

V 과 2
V 도 계속 
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변하게 되고, 행렬 N 도 현재 형상에 따라 변하게 된다. 즉 1
V 과 2

V 는 

회전각    , 에 따라 회전하게 되고, 두 축의 회전에 의해 n
V 이 시간에 

따라 변하게 된다. 따라서 시간에 따른 회전각    , 의 변화에 따라 n
V

을 계산해 주어야 하고, 또한 그에 따라 1
V 과 2

V 도 다시 계산해 주어야 

한다. 이에 대한 자세한 내용은 2.2.1 절에서 다루도록 하겠다. 

 

식(2.32), (2.33), (2.34), (2.35)의 행렬식을 식(2.31)에서 

pqpq EE
pqpq

   ,  ,  , 00 EE  의 각각의 항에 대입하면 식(2.36), (2.37), (2.38), 

(2.39)와 같이 나타낼 수 있다. 
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        (2.39) 

 

식(2.36), (2.37), (2.38), (2.39)을 식(2.31)에 대입하면 식(2.40)과 같이 

정리할 수 있다. 
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(2.40) 

 

그리고 현재 형상(t=0)일 때의 2차 Piola-Kirchhoff 응력을 식(2.41)과 

같이 정의해주면, 식(2.40)은 식(2.42)와 같이 정리할 수 있다. 
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식(2.42)를 고유 좌표계(natural coordinate system)에서 222   가우스 

적분(Gauss integration)해주면, 식(2.43)과 같이 쓸 수 있다. 
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여기서 LK 은 초기 변위와 관련된 강성 행렬(initial displacement stiffness 

matrix), NLK 은 초기 응력과 관련된 강성 행렬(initial stress stiffness 

matrix)또는 기하 강성 행렬(geometric stiffness matrix)이고, F 는 변형으로 

인한 힘 벡터를 나타내며, J 는 자코비안 행렬(Jacobian matrix)에 대한 

determinant를 의미한다. 그리고 ijklD
~

는 지역 직교 좌표계(local Cartesian 

coordinate system)에서 정의되어있는 구성 행렬(constitutive matrix)로 이를 

고유 좌표계(natural coordinate system)로 변환해주기 위해 변환 

행렬(transformation matrix)  T 를 사용하였다. 이에 대한 자세한 내용은 

2.2.2 절에서 다루도록 하겠다. 

 

식(2.18a) 우변은 표면력(surface force)과 체적력(body force)을 나타내며, 

식(2.44), (2.45)와 같이 이산화하여 나타낼 수 있다. 
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식(2.43), (2.44), (2.45)을 식(2.18a)에 대입하고, 정적인 문제이므로 

시간에 대한 항을 무시하면, 식(2.18a)는 식(2.46)과 같이 표현할 수 있다. 
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이때 U 는 임의의 값이므로 식(2.46)을 만족하기 위해서는 식(2.47)과 

같이 쓸 수 있고, 식(2.47)은 Newton-Raphson 형식으로 U 에 대한 반복 

계산을 통해 수렴값을 찾아 나감으로써 비선형 해석을 수행할 수 있다. 
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여기서 NLK 과 LK 의 합이 기울기 강성 행렬(tangent stiffness matrix)이 

된다. 

 

2.2.1 Finite Rotation Formulation 

 

쉘의 형상이 변함에 따라 각각의 노드에서 정의 된 벡터  n
VVV     ,, 21

 

역시 시간에 따라 변하게 된다. 즉 시간에 따른 회전각    , 의 변화에 

따라 n
V 이 변하고, 또한 그에 따라 1

V 과 2
V 도 변하게 된다. 이를 

관계식으로 표현하면, 식(2.48)과 같이 쓸 수 있다. 
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식(2.48)은 시간이 t부터 t+∆t까지 변할 때 노드 I에서의 법선 벡터의 

변화를 보여주는 식으로 I
tt
t R

 는 회전 텐서(rotation tensor)를 의미하며, 

1  n
I

ttn
I

t
VV 이다. [9] 

그리고 회전 텐서 I
tt
t R

 은 
n

VVV     ,, 21 을 정규직교 기저(orthonormal 

basis)로 하는 좌표계에서 식(2.49)와 같이 행렬 형태로 나타낼 수 있다. 

[10] 
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이 때  31  은 3행 3열의 단위 행렬을 의미하며, I
~

와  I 는 각각 

식(2.50), (2.51)과 같이 나타낼 수 있다. 
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여기서 I 와 I 가 미소 증분 회전(infinitesimal incremental rotation)이면, 

각각 
21, VV   에 대한 독립적인 미소 회전(independent infinitesimal 

rotation)을 의미하고, I 와 I 가 유한 증분 회전(finite incremental 

rotation)이면, I 와 I 는 서로 독립적이지 않으며 회전 텐서를 정의하는 

변수가 된다. [9] 

 

2.2.2 Constitutive Matrix 

 

구성 행렬(constitutive matrix)의 경우 평면응력(plane stress) 가정을 

사용하였으며, 식(2.52)와 같다. 이 때  는 전단 보정 계수(shear correction 

factor)로 5/6를 사용하였다. 
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(2.52) 

 

하지만 식(2.52)의 경우 지역 직교 좌표계(local Cartesian coordinate 

system)에서 정의되므로 이를 고유 좌표계(natural coordinate system)에서 

정의하기 위해서는 변환 행렬(transformation matrix)을 사용해야 한다. 

지역 직교 좌표계와 고유 좌표계 사이의 관계는 Fig. 4와 같으며, 

여기서 321 ,, GGG     는 고유 좌표계의 공변 기저(covariant basis)이고, 

321
ˆ,ˆ,ˆ eee     는 지역 직교 좌표계의 기저를 의미한다. 
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3ê

 

Fig. 4 Local Cartesian coordinate system 

 

변형률과 응력에 대한 좌표변환은 식(2.53), (2.54)와 같으며, 이로부터 
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구성 행렬의 좌표변환은 식(2.55)와 같이 나타낼 수 있다. 여기서 DSE
~

,
~

,
~

    

와 E, S, D는 각각 지역 직교 좌표계와 고유 좌표계에서의 변형률, 응력, 

구성 행렬을 의미한다. 그리고   xT  는 고유 좌표계에서 정의된 값을 

지역 직교 좌표계로 변환해주는 변환 행렬이다. 

 

      ETE xxyz 
~

            (2.53) 
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     (2.54) 

 

        xxyz

T

x TDTD  

~
          (2.55) 

 

이 때   xT  는 식(2.56)과 같이 나타낼 수 있고, 각각의 성분은 

식(2.57)과 같다. 
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그리고 지역 직교 좌표계의 기저 321
ˆ,ˆ,ˆ eee     는 식(2.58)와 같이 고유 

좌표계의 공변 기저(covariant basis) 321 ,, GGG     로부터 구할 수 있다. 
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2.2.3 Mass Matrix 

 

질량 행렬(mass matrix)은 물체 내에 연속적으로 분포되어 있는 물체의 

질량을 요소망 내 각 절점(node)에 집중 질량(lumped mass) 형식으로 

이산화시켜 놓은 것으로, 이 질량 행렬 내 각 행렬요소를 합하면, 물체의 

전체 질량과 같게 되며, 물체의 자중, 운동량, 관성력을 표현한다. 

진동 및 동적 좌굴 해석을 하기 위해서는 이러한 질량 행렬이 

필요하며, 일반적으로 일관 질량 행렬(consistent mass matrix)과 집중 질량 

행렬(lumped mass matrix)있다. 일관 질량 행렬은 식(2.59)와 같이 나타낼 

수 있다.[2] 여기서  는 밀도, N 은 형상 함수 행렬을 나타낸다. 

 

     
V

T
dVNNM 

~
          (2.59) 

 

집중 질량 행렬의 경우 일관 질량 행렬을 대각화(diagonalization) 

함으로써 연산에 필요한 용량과 연산 시간을 줄일 수 있다는 장점이 

있지만[2] 본 논문에서는 물체의 강성을 줄임으로써 유연한 결과를 얻기 

위해 집중 질량 행렬을 사용하였다. 일관 질량 행렬을 대각화하는 

방법에는 다양한 방법들이 존재하며, 본 논문에서는 각각의 행을 합하는 

방법(row-sum technique)을 사용하였다.[3] 식(2.60)으로부터 각각의 요소에 

대한 일관 질량 행렬 M
~

의 행의 합을 구한다. 그리고 이를 식(2.61)과 

같이 새로운 집중 질량 행렬 M 의 대각항(diagonal entries)에 대입하고, 

비대각항(off-diagonal entries)은 영(零)을 대입한다. 이 때 n은 요소의 

절점의 개수와 자유도의 곱을 나타낸다. 
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2.2.4 6-DOF Shell Element 

 

일반적으로 쉘 요소는 5개의 자유도(degree of freedom)를 사용하며, 

법선 벡터(normal vector)는 각 절점당 하나의 법선 벡터를 갖는다. 하지만 

쉘 요소를 보강재(stiffener)로 사용하는 경우, 쉘 요소와 쉘 요소의 결합을 

위해서는 6개의 자유도가 필요하며, 이와 더불어 각 절점에서 정의되는 

법선 벡터에 대한 구속 조건이 필요하다. 이에 본 논문에서는 각 

절점에서 정의되는 지역 좌표계(local coordinate system)를 전역 직교 

좌표계(global Cartesian coordinate system)로 변환해 줌으로써 쉘 요소와 쉘 

요소의 결합을 구성하였다. 이 때 지역 좌표계는 
n

VVV     ,, 21 을 기저로 

하는 좌표계로 표현된다. 

전역 직교 좌표계에서 정의되는 회전 자유도 321 ,,      와 지역 

좌표계에 의해 정의되는 회전 자유도      ,, 는 식(2.62)와 같은 

관계식을 만족해야 한다. 
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Fig. 5 Global Cartesian coordinate system and local coordinate system 

 

n
VVVeee   21

332211         (2.62) 
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이 때 식(2.62)의 좌변과 우변에 각각 벡터 1
V 을 곱해주면, 식(2.63)과 

같이 나타낼 수 있고, 마찬가지 방법으로 
n

VV   ,2 을 곱해주면, 각각 

식(2.64), (2.65)와 같이 나타낼 수 있다. 
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이를 행렬 형태로 표현해 주면 식(2.66)과 같이 쓸 수 있다. 
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(2.66) 

 

위 식으로부터 전역 직교 좌표계에서 지역 좌표계로 변환해 주는 

행렬은 식(2.67)과 같이 정의 할 수 있으며, 이 때 L 은 식(2.68)과 같다. 

[5] 
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만약 변위 벡터와 힘 벡터를 전역 좌표계에서 지역 좌표계로 

변환해주면 각각 식(2.69), (2.70)과 같이 나타낼 수 있다. 이 때 위 첨자 
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e는 요소에 대해 정의 되었음을 의미한다. [4] 

 

    ee
T uu
~~              (2.69) 

 

    ee
T ff
~~

             (2.70) 

 

그리고 강성 행렬(stiffness matrix)은 지역 좌표계에서 식(2.71)과 같은 

선형 관계식으로 나타낼 수 있다. [4] 

 

     eee
uKf ~~~

            (2.71) 

 

여기서 식(2.69)와 (2.70)을 식(2.71)에 대입해주면, 식(2.72)와 같이 

나타낼 수 있고, 따라서 강성 행렬을 지역 좌표계에서 전역 좌표계로 

변환해주는 관계식은 식(2.73)과 같다. [4] 

 

        eeTe
TT uKf
~~~

            (2.72) 

 

       TT
eTe ~~~

KK             (2.73) 

 

하지만 6-자유도의 도입으로 강성 행렬 
e

K
~

의 경우 여섯 번째 

자유도에 해당하는 행과 열이 모두 영(零)이 되고, 이로 인해 

특이점(singularity)이 발생하게 된다. 이에 본 논문에서는 이를 방지하기 

위해서 여섯 번째 자유도의 대각항(diagonal entries)에 식(2.75)와 같이 

대각항 최소값의 10
-3비율을 갖는 값을 대입하였다. 
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   niforiid e          ,110,
~

min 3  
K         (2.75) 

 

그리고 6-자유도의 도입으로 회전 텐서를 구하는데 필요한 식(2.50)과 

(2.51)은 식(2.76), (2.77)과 같은 형태가 된다. 
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2.3 Buckling Theory 

 

가느다란 기둥을 축 방향으로 누르거나 얇은 판을 판과 평행한 

방향으로 압축하면, 하중이 어느 크기에 도달하는 순간 갑자기 판이 횡 

방향으로 과도하게 휘어지는 축 방향 변위(lateral displacement)가 발생한다. 

물체의 이러한 거동을 좌굴 혹은 붕괴라고 정의하며 구조물의 안전성에 

치명적인 문제점을 야기시킨다. 

좌굴이 발생하기 전까지 물체는 정적인 평형상태를 유지하지만, 일단 

좌굴이 발생하면 평형상태가 깨어지고 횡 방향으로 큰 변형이 발생하여 

외부 하중을 더 이상 지탱할 수 없게 된다. 이러한 좌굴은 비단 가느다란 

기둥이나 얇은 판의 휨 좌굴(flexural buckling)에만 국한되는 것이 아니며, 

물체의 국부 영역에 지역적으로 발생하는 국부 좌굴(local buckling), 

전단력에 의하여 야기되는 전단 좌굴(shear buckling) 그리고 비틀림에 

의해 발생하는 비틀림 좌굴(torsion buckling) 등이 있다. 

한편 좌굴에 의한 물체의 변형이 구조물이 이루는 평면 내에 있느냐 

아니면 바깥에 있느냐에 따라 면내 좌굴(in-plane buckling) 그리고 면외 

좌굴(out of plane buckling)로 구분하기도 한다. 좌굴은 거의 대부분 물체의 

형상이나 하중 조건의 불완전성(imperfection)에 기인한다. 예를 들어, 

기둥의 단면 중심에 정확히 축 방향으로 집중 압축력을 가한다고 했을 

때, 이론적으로는 횡 방향으로 휨을 발생시킬 하중이나 모멘트 성분이 

전혀 없기 때문에 좌굴이 발생해서는 안 된다. 

하지만 실제 기둥은 정확히 원형 단면이 아닐 뿐만 아니라 압축력이 

작용하는 지점도 정확히 축의 중심에 위치하지 않는다. 따라서 

기하학적인 불완전성과 축 중심에서 어느 정도 편심된 위치에 압축력이 

작용함에 따른 불완전함에 따라 횡 방향으로의 변위가 발생하게 된다. 

좌굴은 물체의 가느다란 정도를 나타내는 형상 종횡비(aspect ratio)가 

클수록 보다 쉽게 발생한다. 다시 말해 길이가 긴 기둥이 짧은 기둥에 

비해 좌굴이 보다 쉽게 발생한다. 그리고 좌굴은 동일한 재질, 형상 및 

하중조건에서도 물체를 구속하는 경계조건(boundary condition)에 크게 

영향을 받는다. 

또한 좌굴은 작용하는 힘이 정적 하중이냐 동적 하중이냐에 따라 정적 
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좌굴(static buckling)과 동적 좌굴(dynamic buckling)로 나눌 수 있으며, 이 

절에서는 정적 좌굴과 동적 좌굴에 대해 알아보도록 하겠다. 

 

2.3.1 Static Buckling 

 

이처럼 좌굴은 다양한 힘과 형상, 조건 등에서 발생하며 이러한 좌굴 

문제를 해석하기 위한 지배방정식은 가상일에 기반을 둔 운동 

에너지(total potential energy) 식(2.78)과 위치 에너지(kinetic energy)에 

Hamilton‟s principle을 적용하여 구할 수 있다. 
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qMq  TT
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1
            (2.79) 

 

식(2.78)과 식(2.79)에 Euler-Lagrange 방정식 식(2.80)을 적용하면, 좌굴 

해석을 위한 지배 방정식 식(2.81)을 구할 수 있다. 
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      0qKKqM  g
            (2.81) 

 

여기서 M은 질량 행렬(mass matrix), K는 강성 행렬(stiffness matrix), 

Kg는 기하 강성 행렬(geometric stiffness matrix)를 의미한다. 지배 

방정식으로부터 정적 좌굴 해석은 식(2.82)의 형태로 나타난다. 

 

    0qKK  g           (2.82) 

 

이 식은 고유치 문제(eigenvalue problem)와 유사한 형태를 가지고 

있으므로 고유치 해석 솔버를 사용하여 고유치 i 와 고유치 
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벡터(eigenvector)를 구할 수 있다. 이 때 고유치 해석을 위해서 Block 

Lanczos 방법을 사용한 “BLZPACK”이라는 오픈 소스(open source)를 

활용하였다. 일반적인 고유치 해석의 경우 기하 강성 행렬 Kg의 자리에 

질량 행렬 M을 사용하며, 질량 행렬의 특성 상 집중 행렬(lumped matrix) 

또는 일관 행렬(consistent matrix)을 이용하여 고유치를 계산한다. 하지만 

정적 좌굴 해석의 경우 기하 강성 행렬 Kg는 집중 행렬 형태를 구현하기 

어려우므로 일관 행렬 형태로 계산을 수행해야 한다. 따라서 정적 좌굴 

해석의 경우 식(2.82)에 대한 고유치 해석을 통해 식(2.83)과 같이 임계 

좌굴 압력(critical buckling pressure) 또는 임계 좌굴 하중(critical buckling 

load)를 계산하게 된다. [6] 

 

FForPP icricr ii
                      (2.83) 

 

2.3.2 Dynamic Buckling 

 

동적 좌굴 해석의 경우 정적 좌굴 해석과는 달리 식(2.84)와 같이 

시간에 따라 변화하는 하중이 가해진다. 여기서 0P 는 정적 압축 

하중(static compressive loading), tP 는 축 방향의 동적 하중(dynamic axial 

loading),  는 축 방향의 동적 하중에 대한 가진 주파수(excitation 

frequency), t는 시간을 의미한다. 

 

 tPPtP t cos)( 0            (2.84) 

 

식(2.84)와 같이 시간에 따라 변화하는 하중이 가해질 때 운동 

방정식(equation of motion)은 지배 방정식 식(2.81)로부터 식(2.85)와 같이 

구할 수 있다.[6] 

 

      0qKKKqM  )()( )cos( d
g

s
g t          (2.85) 

 

여기에서 K 는 하중이 가해지지 않은 상태에서의 강성 행렬(stiffness 

matrix)이고, )(s
gK 는 정적 압축 하중에 대한 기하 강성 행렬(geometric 
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stiffness matrix)이며, )(d
gK 는 축 방향의 동적 하중에 대한 기하 강성 

행렬이다. M 은 질량 행렬(mass matrix)이고,  는 동적 하중의 척도 

인자(dynamic load scale factor)를 의미한다. 이 때 주요 동적 불안정 경계 

영역(principal region of dynamic instability)을 찾기 위해서 식(2.86)과 같이 

주기가 )/22(2 T 인 해를 가정하였다. 여기서 a 와 b 는 임의의 

벡터를 의미한다.[6] 
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식(2.86)을 식(2.85)에 대입하여 푸리에 급수 전개(Fourier series 

expansion)를 하면 식(2.87)과 같이 나타낼 수 있다. 

 

0
242

cos

242
sin

)()(
2

)()(
2





















   
term  order  high

d
g

s
g

d
g

s
g

t

t

KKKMb

KKKMa





      (2.87) 

 

식(2.87)에서 고차항을 무시하면 식(2.88)과 같이 쓸 수 있다. 
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(2.88) 

 

모든 시간에 대해 식(2.88)를 만족하는 자명하지 않은 해(non-trivial 

solution)를 얻기 위해서는 식(2.89)와 같은 고유치 문제(eigenvalue problem) 

형태를 갖는다.[6] 
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동적 좌굴 해석의 경우 정적 좌굴 해석 문제와는 달리 질량 행렬을 

사용하며, 본 논문에서는 집중 질량 행렬(lumped mass matrix)을 사용하여 

고유치를 구했으며, 이 때 고유치 4/2
ii   이 된다. 그리고 이로부터 

구조물이 불안정해지는 가진 주파수(excitation frequency) i 를 구할 수 

있으며, 동적 하중 변화에 따른 불안정 경계 영역(instability region)을 구할 

수 있다. 

 

2.3.3 Dynamic Buckling Theory of Beam 

 

 

Fig. 6 Dynamic Buckling Model of Beam 

 

Fig. 6과 같이 보(beam) 구조물에 축 방향으로 정적 압축 

하중(compressive static load)과 동적 압축 하중(compressive dynamic load)이 

동시에 가해질 경우 보의 동적 좌굴 현상을 이론적으로 전개할 수 있다. 

우선 보의 정적 휨(static bending)에 관한 식은 식(2.90)과 같다. [7] 
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 Pv
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식(2.90)을 두 번 미분하면 식(2.91)과 같이 쓸 수 있다. 
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이 때 E는 탄성 계수(Young‟s Modulus)이고, I는 면적 관성 모멘트(area 

moment of inertia)이며, P는 축 방향의 힘을 의미한다. 그리고 Fig. 6과 같이 

정적 압축 하중과 동적 압축 하중이 동시에 가해지는 경우 힘 P는 

식(2.92)와 같이 나타낼 수 있다. 

 

 tPPtP t cos)( 0             (2.92) 

 

여기서 0P 는 보에 가해지는 정적 압축 하중이고, tP 는 축 방향의 동적 

하중에 대한 진폭(amplitude)를 의미하며,  는 축 방향의 동적 하중에 

대한 가진 주파수(excitation frequency)를 의미한다. 이 때 동적 하중의 

주기 T는  /2 이다. 

횡 방향 관성력만을 고려하여 운동 방정식을 구성하면, 식(2.91)은 

식(2.93)과 같이 표현할 수 있다. 
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식(2.93)에서 v(x,t)는 시간에 따른 처짐을 의미하며,  는 단위 길이당 

밀도를 의미한다. 위의 식(2.93)이 식(2.94)와 같은 형태의 해를 갖는다면 

변수 분리(separation of variable)를 통해 식(2.93)은 식(2.95)와 같이 표현할 

수 있다. 이 때 식(2.94)는 경계 조건(boundary condition)을 만족한다. 
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식(2.95)를 만족하기 위해서는 모든 k에 대해 sin 함수의 계수가 

영(零)이 되어야 하며, 따라서 모든 k에 대해 식(2.96)이 만족해야 한다. 
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그리고 이를 자유진동 상태에서의 고유 주파수(natural frequency) k 와 

오일러 보(Euler beam)의 임계 좌굴 하중(critical buckling load) 
cr

kP 을 각각 

식(2.98), (2.99)와 같이 정의하고 이를 사용하여 식(2.96)를 다시 쓰면 

식(2.97)과 같이 나타낼 수 있다. 
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또한 일정한 압축 하중 0P 가 가해지는 보의 고유 주파수 k 와 가진 

매개변수(excitation parameter) k 를 식(2.101), (2.102)와 같이 정의하고, 

이를 식(2.97)에 적용하면 식(2.100)과 같이 쓸 수 있다. 
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그리고 여기서 k=1일 때의 기본모드(fundamental mode)만 고려하면 

식(2.100)은 식(2.103)과 같이 나타낼 수 있고, 마찬가지로 식(2.101)과 

식(2.102)도 식(2.104)와 식(2.105)로 나타낼 수 있다. 
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이 때 식(2.103)은 식(2.106)과 같은 Mathieu-Hill 방정식의 형태를 갖게 

된다. [8] 
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여기서  t 는 가진 주기가  /2T 인 임의의 주기 함수이고, 다음과 

같이 매개변수의 변화에 따라 해가 안정하거나 불안정해질 수 있다. 

 

⇒ 해의 주기가 T(또는 2T)에서 주기 2T(또는 T)로 바뀔 경우 : 안정 

⇒ 해의 주기가 T(또는 2T)에서 주기 T(또는 2T)로 바뀔 경우 : 불안정 

 

즉 주기 2T, T인 해가 존재하므로 이를 푸리에 급수(Fourier series)로 

가정하고, 이를 통해 매개변수에 따른 해의 안정성을 판별할 수 있다. 

불안정 영역(instability region)을 구하기 위해 주기가 )/22(2 T 인 

해를 식(2.107)과 같이 정의하면 다음과 같다. 
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이 중에서 k=1인 경우만 고려하면, 식(2.108)과 같다. 
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이를 식(2.103)에 대입하면 식(2.109)와 같으며, 이 때 주기 2T에 대해 

푸리에 급수 전개를 하면 식(2.110)과 같이 나타낼 수 있다. 
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그리고 식(2.110)에서 주기가 2T인 항을 취하고 나머지 고차항을 

무시하면, 식(2.111)과 같이 나타낼 수 있고, 이 때 모든 시간에 대해 

식(2.111)을 만족하는 자명하지 않은 해(non-trivial solution)을 얻기 

위해서는 식(2.112)를 만족해야 한다. 
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이는 불안정 영역을 결정짓는 매개변수와 가진 진동수의 근사화된 

식으로 식(2.113)과 같이 무차원 가진 진동수  2/ 를 매개변수  에 

대한 양함수의 형태로 표현할 수 있으며, 이를 도시하여 가진 매개 변수 

에 따른 불안정 영역의 변화를 살펴 볼 수 있다. 
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3. Numerical Example 
 

본 연구에서 개발한 동적 좌굴 유한요소해석 프로그램을 이용하여 

동적 좌굴 해석을 하기 위한 기본적인 해석을 수행하였다. 기본적으로 

선형 정적 해석, 비선형 정적 해석 그리고 정적 좌굴 해석을 

수행하였으며, 최종적으로 본 연구의 목적인 동적 좌굴 해석을 수행하여 

이론값 또는 실험값과의 비교를 통해 동적 좌굴 유한요소해석 

프로그램의 타당성과 신뢰성을 검증하였다. 

 

3.1 Linear Static Analysis 

 

3.1.1 Patch Test 
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x2

1

7

8

4

2

6

5

3(0,0)

(2,2)

(0,10)

(4,7)

(8,3)

(8,7)

(10,10)

(10,0)
 

Fig. 7 Patch Test Mesh 

 

패치 테스트 모델(patch test model)은 Fig. 1과 같다. 이 모델에 대해서 

constant curvature, constant shear, constant twist 패치 테스트를 수행하였으며, 

재료의 탄성계수(Young‟s modulus)는 2.1E+06이고, 푸아송의 비(Poisson‟s 

ratio)는 0.3이다. 그리고 모델의 두께는 1.0과 0.001 두 모델에 대해 패치 

테스트를 수행하였다. 
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3.1.1.1 Constant Curvature Patch Test 

 

BENDING

U1-2-3 = 0

0

U1-3 = 0
0

M

M

 

Fig. 8 Constant Curvature Patch Test Model 

 

Constant curvature 패치 테스트 모델에 대한 경계조건은 우선 1번 

절점에 대해 1,3 방향의 변위와 2 방향의 회전을 구속하였고, 5번 절점에 

대해 1,2,3 방향의 변위와 2 방향의 회전을 구속하였다. 또한 외력은 3번, 

7번 절점에 2 방향의 모멘트를 가하였으며, 이 때 힘의 크기는 두께 

1.0일 때 M=1000, 두께 0.001일 때 M=0.0001을 가하였다. 이러한 경계 

조건과 외력은 Fig. 8로부터 확인할 수 있으며, constant curvature 패치 

테스트 해석 결과 각 절점의 곡률   는 식(3.1)과 같이 구할 수 있다. 
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두께 NODE x-coord.     

1.0 

2 2.0 0.0011429 1750 

3 10.0 0.0057143 1750 

4 8.0 0.0045714 1750 

6 4.0 0.0022857 1750 

7 10.0 0.0057143 1750 

8 8.0 0.0045714 1750 

0.001 

2 2.0 0.114286 17.50 

3 10.0 0.571429 17.50 

4 8.0 0.457143 17.50 

6 4.0 0.228571 17.50 

7 10.0 0.571429 17.50 

8 8.0 0.457143 17.50 

Table. 1 Constant Curvature Patch Test Results 

 

Table. 1은 constant curvature 패치 테스트 결과로 두 가지 두께에 대해 

구속조건이 적용된 절점을 제외한 나머지 절점에서 모두 일정한 곡률이 

나오는 것을 볼 수 있다. 

 

3.1.1.2 Constant Shear Patch Test 

 

SHEAR

U3 = 0

U3 = 0

Q

Q



U1-2 = 0

0


 

Fig. 9 Constant Shear Patch Test Model 
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Constant shear 패치 테스트 모델에 대한 경계조건은 우선 1번과 5번 

절점에 대해 3 방향의 변위를 구속하였고, 모든 절점에 대해 1,2 방향의 

변위와 2 방향의 회전을 구속하였다. 또한 외력은 3번, 7번 절점에 3 

방향의 집중 하중을 가하였으며, 이 때 힘의 크기는 두께 1.0일 때 

Q=2000, 두께 0.001일 때 Q=2.0을 가하였다. 이러한 경계 조건과 외력은 

Fig. 9로부터 확인할 수 있으며, constant shear 패치 테스트 해석 결과는 

Table. 2와 같다. 

 

두께 NODE x-coord. z-disp. (w) dw/dx 

1.0 

2 2.0 0.000495238 2.47619E-04 

3 10.0 0.00247619 2.47619E-04 

4 8.0 0.00198095 2.47619E-04 

6 4.0 0.000990476 2.47619E-04 

7 10.0 0.00247619 2.47619E-04 

8 8.0 0.00198095 2.47619E-04 

0.001 

2 2.0 0.000495238 2.47619E-04 

3 10.0 0.00247619 2.47619E-04 

4 8.0 0.00198095 2.47619E-04 

6 4.0 0.000990476 2.47619E-04 

7 10.0 0.00247619 2.47619E-04 

8 8.0 0.00198095 2.47619E-04 

Table. 2 Constant Shear Patch Test Results 

 

Constant shear 패치 테스트 결과로 두 가지 두께에 대해 구속조건이 

적용된 절점을 제외한 나머지 절점에서 모두 일정한 기울기가 나타나는 

것을 확인할 수 있으며, 실제로 3 방향 변위는 식(3.2)를 사용하여 계산할 

수 있다. 
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3.1.1.3 Constant Twist Patch Test 

 

TWISTING

U3 = 0

U3 = 0

P


U1-2 = 0

U3 = 0

 

Fig. 10 Constant Twist Patch Test Model 

 

Constant twist 패치 테스트 모델에 대한 경계조건은 우선 1, 3, 5번 

절점에 대해 3 방향의 변위를 구속하였고, 모든 절점에 대해 1,2 방향의 

변위를 구속하였다. 또한 외력은 7번 절점에 3 방향의 집중 하중을 

가하였으며, 이 때 힘의 크기는 두께 1.0일 때 P=1000, 두께 0.001일 때 

P=1.0E-06을 가하였다. 이러한 경계 조건과 외력은 Fig. 10으로부터 

확인할 수 있으며, constant twist 패치 테스트 해석 결과는 Table. 3과 같다. 

 

두께 NODE 
x-

coord. 
  1  

y-

coord. 
  

2  

1.0 

2 2.0 0.00751761 266.04 2.0 0.0075345 265.45 

4 8.0 0.03103950 257.74 3.0 0.0114079 262.98 

6 4.0 0.01518240 263.46 7.0 0.0272324 257.05 

7 10.0 0.03767130 265.45 10.0 0.0379748 263.33 

8 8.0 0.03104290 257.71 7.0 0.0272190 257.17 

0.001 

2 2.0 0.00742857 269.23 2.0 0.00742857 269.23 

4 8.0 0.02971430 269.23 3.0 0.0111429 269.23 

6 4.0 0.01485710 269.23 7.0 0.0260000 269.23 

7 10.0 0.03714290 269.23 10.0 0.0371429 269.23 

8 8.0 0.02971430 269.23 7.0 0.0260000 269.23 

Table. 3 Constant Twist Patch Test Results 
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Constant twisting 테스트 결과를 보면 두께가 0.001일 때 x와 y방향에 

대해 일정한 곡률이 나오는 것을 볼 수 있지만 두께가 1.0일 때는 그렇지 

않음을 알 수 있다. 이 문제는 두께가 두꺼울 때 횡 전단 변형(transverse 

shear deformation)이 지배적으로 나타나기 때문에 발생하는 것으로 전단 

보정 계수(shear correction factor)를 사용하여 전단 변형(shear deformation)을 

억제하거나 사각형 요소를 사용함으로써 이 문제를 해결할 수 있다.[1] 

 

3.1.2 Pinched Cylinder 

 

End 
diaphragm

End 
diaphragm

R

D

A B

C

P

P
  

Fig. 11 Pinched Cylinder Model Fig. 12 Pinched Cylinder 1/8 Model 

 

Fig. 11과 같이 양 끝에 막이 있는 pinched cylinder 쉘은 이론적인 해를 

비교할 수 있기 때문에 쉘 검증 문제에 적합하다. 이 때 하중은 

중간면에서 서로 반대 방향으로 집중 하중 P가 가해지고 있으며, 형상 및 

하중이 대칭이기 때문에 Fig. 12와 같이 1/8 모델을 사용하였다. 

Pinched cylinder 쉘의 형상은 길이(L) 600, 반경(R) 300, 두께(t) 3이고, 

재료 특성은 탄성 계수(Young‟s modulus) 3.0E+06, 푸아송 비(Poisson‟s ratio) 

0.3이며, 외력 P의 크기는 1이다. 격자(mesh)는 20x20, 30x30, 40x40 격자를 

사용하였으며, 경계 조건은 절단면은 각각 대칭 경계 조건을 

적용하였으며, pinched cylinder 쉘의 end diaphragm 부분은 X와 Y 방향의 

변위를 구속하였다. 

해석 결과 Table. 4 로부터 ABAQUS와 현재 쉘 모두 이론적인 해와 

유사하게 나옴을 확인할 수 있으며, ABAQUS결과가 보다 이론적인 해에 
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가까움을 확인할 수 있다. 이는 쉘 요소가 다르기 때문에 발생하는 

차이로 ABAQUS 쉘 요소가 현재 쉘 요소에 비해 보다 유연함을 알 수 

있다. 그리고 Fig. 13으로부터 요소의 수가 증가함에 따라 ABAQUS와 

현재 쉘의 결과가 모두 이론적인 해에 수렴함을 알 수 있다. 또한 Fig. 

14는 Y방향의 변위에 대해 해석 결과를 도시한 그림으로 변형 형상이 

유사하게 나옴을 확인할 수 있다. 

 

Mesh Exact Present 
wpresent 

/wexact 
ABAQUS 

wabaqus 

/wexact 

20x20 

1.8248E-05 

1.74362E-05 0.9555 1.77866E-05 0.9747 

30x30 1.79593E-05 0.9842 1.81676E-05 0.9956 

40x40 1.81878E-05 0.9967 1.82150E-05 0.9982 

Table. 4 Comparison of Linear Static Analysis for Pinched Cylinder 

with Exact Solution 
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Fig. 13 Comparison of Convergence for Pinched Cylinder with ABAQUS 
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Fig. 14 Comparison of Linear Static Analysis for Pinched Cylinder 

with ABAQUS 

 

3.1.3 Hemispherical Shell 

 

 

Fig. 15 Hemispherical Shell Model 

 

Fig. 15와 같은 반구형(hemispherical) 쉘의 1/4 모델을 사용하여 

이론적인 해와 ABAQUS 결과값에 대해 비교해 보았다. 먼저 반경은 10m, 

두께는 0.04m이고, 요소는 한 면당 9개, 17개 격자(mesh)를 사용하였다. 

탄성계수는 68.25MPa이고, 푸아송 비는 0.3의 물성치를 주었다. 

경계조건은 좌우 면에 대해 대칭 경계조건을 적용하였고, 하중은 Fig. 

15와 같은 지점에 (+)Z, (-)X방향으로 각각 1씩 가하였다. 해석 결과 Table. 
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5로부터 ABAQUS는 이론값보다 큰 값이 나오고, 현재 코드 결과는 

이론값보다 작은 값이 나옴을 알 수 있는데 이는 사용한 쉘 요소가 

다르므로 요소의 특성에 따른 차이로 볼 수 있다. 하지만 Fig. 16로부터 

두 결과값 모두 요소 수가 증가함에 따라 이론값에 수렴함을 확인할 수 

있으며, Fig. 17은 Y방향 변위에 대해 ABAQUS와 현재 코드의 해석 

결과를 직접 도시한 그림으로 서로 유사한 결과가 나옴을 알 수 있다. 

 

Node/side Exact Present 
wpresent 

/wexact 
ABAQUS 

wabaqus 

/wexact 

9 

0.0924 

0.0888439 0.9615 0.0941153 1.0186 

17 0.0919091 0.9947 0.0933083 1.0098 

25 0.0921386 0.9972 0.0928799 1.0052 

Table. 5 Comparison of Linear Static Analysis for Hemispherical Shell 

with Exact Solution 
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Fig. 16 Comparison of Convergence for Hemispherical Shell with ABAQUS 
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Fig. 17 Comparison of Linear Static Analysis for Hemisphrical Shell 

with ABAQUS 

 

3.2 Geometric Nonlinear Analysis 

 

 

Fig. 18 Beam Model for Geometric Nonlinear Analysis 

 

Fig. 18과 같은 보(beam) 형상에 대해 기하비선형 정적 해석(geometric 

nonlinear static analysis)을 수행하여 ABAQUS와 그 결과를 비교해 보았다. 

먼저 가로 12m, 세로 1m, 두께 0.01m 이고, 요소는 총 12개를 

사용하였다. 탄성계수는 1.0MPa이고, 푸아송 비는 0.0의 물성치를 주었다. 

경계조건은 한 면은 XYZ방향의 변위와 회전을 모두 구속하였고, 다른 한 

면은 Y방향으로 모멘트를 가하였다. 그리고 물체가 Y방향에 대해 회전할 

때 X방향의 회전으로 인한 형상의 뒤틀림을 방지하기 위해 모든 절점에 
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대해 X방향 회전을 구속하였다. 해석 결과 Fig. 19로부터 ABAQUS 해석 

결과와 유사한 결과가 나옴을 확인 할 수 있으며, 이 때 힘의 증가에 

따른 형상 변화는 Fig. 20과 같다. 
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Fig. 19 Comparison of Geometric Nonlinear Analysis for Beam with ABAQUS 

 

 

Fig. 20 Geometry Change of Beam According to Loads Increase 
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3.3 Static Buckling Analysis 

 

3.3.1 Rectangular Plate Shell 

 

정적 좌굴 해석 프로그램의 검증을 위해 먼저 Fig. 21과 같은 직사각형 

평판 쉘(rectangular plate shell) 형상에 대해 정적 좌굴 해석을 수행하였다. 

크기는 가로 20m, 세로 8m이고, 두께는 0.01m로 4노드 쉘 40x16 격자로 

모델링 하였으며, 재료의 물성치는 탄성계수 29MPa, 푸아송 비는 0.3을 

적용하였다. 경계 조건은 한 면은 XYZ방향의 변위를 구속하였고, 반대쪽 

면은 YZ방향의 변위를 구속하였다. 그리고 나머지 두 면은 Z방향의 

변위를 구속하였다. 마지막으로 하중은 YZ방향의 변위를 구속한 면에 

X방향으로 총 8N의 압축력을 가하였다. 

BC(123)

BC(3)

BC(3)

BC(23)

F

 

Fig. 21 Rectangular Plate Shell Model 

 

해석 결과 나오는 고유치(eigenvalue) i 는 Table. 6과 같고, ABAQUS와 

유사한 결과가 나옴을 확인할 수 있다. 또한 고유치 벡터(eigenvector)로 

부터 확인할 수 있는 좌굴 형상 역시 ABAQUS와 유사함을 확인할 수 

있다.(Table. 7) 
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MODE Present ABAQUS 

1 1.67189 1.6736 

2 1.69982 1.7033 

3 2.01893 2.0198 

4 2.57052 2.5706 

5 3.30094 3.3003 

6 3.46471 3.4751 

7 4.2056 4.2041 

8 5.29042 5.2879 

9 6.47877 6.5154 

10 6.56839 6.5648 

Table. 6 Comparison of Eigenvalue for Rectangular Plate Shell with ABAQUS 

 

MODE Present ABAQUS 

1 

  

2 

  

6 

  
Table. 7 Comparison of Mode Shape for Rectangular Plate Shell with ABAQUS 
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3.3.2 Cylindrical Shell 

 

정적 좌굴 해석 프로그램의 검증을 위해 Fig. 22과 같은 원통형 

쉘(cylindrical shell) 형상에 대해 정적 좌굴 해석을 수행하였다. 크기는 

직경 0.3m, 길이 2m이고, 두께는 0.005m로 4노드 쉘 40x80 격자로 

모델링 하였으며, 재료의 물성치는 탄성계수 71GPa, 푸아송 비는 0.3을 

적용하였다. 경계 조건은 한 면은 XYZ방향의 변위를 구속하였고, 반대쪽 

면은 XY방향의 변위를 구속하였으며, 하중은 YZ방향의 변위를 구속한 

면에 X방향으로 총 40000N의 압축력을 가하였다. 

 

BC(123)

BC(12)

P

 

Fig. 22 Cylindrical Shell Model 

 

해석 결과 고유치는 Table. 8과 같으며, ABAQUS 해석 결과와 유사하게 

나옴을 확인할 수 있다. 또한 고유치 벡터(eigenvector)로부터 확인할 수 

있는 좌굴 형상 역시 ABAQUS와 유사함을 확인할 수 있다.(Table. 10) 

이 때 정적 좌굴 해석으로부터 나온 고유치를 식(2.83)에 대입하면, 

Table. 9와 같은 임계 좌굴 압력(critical buckling pressure)을 구할 수 있으며, 

이론값[6]과 비교했을 때 유사한 결과가 나옴을 알 수 있고 더불어 

ABAQUS 해석 결과보다 오차가 적음을 알 수 있다. 



- 53 - 

 

MODE Present ABAQUS 

1 1204.05 1242.9 

3 1418.57 1442.7 

5 1502.83 1534.4 

7 1564.76 1626.3 

9 1616.48 1641.0 

Table. 8 Comparison of Eigenvalue for Cylindrical Shell with ABAQUS 

 

MODE 
Pcr*10

9
[N/m

2
] 

(Present) 

Pcr*10
9
[N/m

2
] 

(Analytical) 

Pcr*10
9
[N/m

2
] 

(ABAQUS) 

1 1.0220 0.9926 1.0550 

3 1.2041 1.1641 1.2246 

5 1.2756 1.1722 1.3024 

7 1.3282 1.2602 1.3804 

9 1.3721 1.2993 1.3929 

Table. 9 Comparison of Critical Buckling Pressure for Cylindrical Shell 

with Analytic Solution 
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MODE Present ABAQUS 

1 

  

3 

  

5 

  
Table. 10 Comparison of Mode Shape for Cylindrical Shell with ABAQUS 
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3.3.3  Stiffened Square Plate Shell 

 

정적 좌굴 해석 프로그램의 검증을 위해 Fig. 23과 같은 보강된 정사각형 

평판 쉘(stiffened square plate shell) 형상에 대해 정적 좌굴 해석을 

수행하였다. 평판은 가로 10m, 세로 10m, 두께 0.01m이고, 

보강재(stiffener)는 가로 10m, 세로 1m, 두께 0.01m이며, 4노드 쉘 4000개 

요소로 모델링 하였다. 재료의 물성치는 탄성계수 71GPa, 푸아송 비 

0.3을 적용하였다. 경계 조건은 한 면은 XYZ방향의 변위를 구속하였고, 

반대쪽 면은 XZ방향의 변위를 구속하였으며, 하중은 XZ방향의 변위를 

구속한 면에 Y방향으로 총 80N의 압축력을 가하였다. 

 

BC(13)

F

BC(123)

 

Fig. 23 Stiffened Square Plate Shell Model 

 

해석 결과 고유치는 Table. 11과 같으며, ABAQUS 해석 결과와 

유사하게 나옴을 확인할 수 있다. 또한 고유치 벡터(eigenvector)로부터 

확인할 수 있는 좌굴 형상 역시 ABAQUS와 유사함을 확인할 수 있다. 

(Table. 12) 
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MODE Present ABAQUS 

1 9640.01 9694.7 

2 9908.3 9965.8 

3 10106.5 10167. 

4 10424 10483. 

5 10476 10531. 

6 10894.6 10970. 

7 11054.2 11118. 

8 11250 11307. 

9 11357.8 11400. 

10 11615.1 11657. 

Table. 11 Comparison of Eigenvalue for Stiffened Square Plate Shell with ABAQUS 

 

MODE Present ABAQUS 

1 

  

2 

  

4 

  
Table. 12 Comparison of Mode Shape for Stiffened Square Plate Shell with ABAQUS 
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3.4 Dynamic Buckling Analysis 

 

3.4.1 Dynamic Buckling Analysis of Beam 

 

BC(123)

P(t)

BC(23)

 

Fig. 24 Dynamic Buckling Analysis Model for Beam 

 

동적 좌굴 해석 프로그램의 검증을 위해 먼저 Fig. 24와 같은 보(beam) 

형상에 대한 동적 좌굴 이론값과 유한요소해석 결과를 비교해 보았다. 

보의 크기는 먼저 가로 800mm, 세로 30mm, 두께 3mm 이고, 요소는 

4노드 쉘 요소 160x6격자를 사용하였다. 탄성계수(Young‟s modulus)는 

68.9GPa이고, 프아송 비(Poisson‟s ration)는 0.33, 밀도는 2700kg/m
3의 

물성치를 주었다. 경계조건은 왼쪽 면은 XYZ방향의 변위를 구속하였고, 

오른쪽 면은 YZ방향의 변위를 구속하였다. 하중은 식 (3.3)와 같은 

시간에 따른 하중을 가하였으며, 이 때 동적 좌굴 해석을 위한 방정식은 

식 (3.4)와 같다. 이 때 P0는 정적 하중, Pt는 동적 하중의 크기,  는 가진 

주파수(excitation frequency),  는 동적 매개변수(Dynamic parameter), K는 

강성 행렬(stiffness matrix), )(s
gK 는 정적 하중에 대한 기하 강성 

행렬(geometric stiffness matrix), )(d
gK 는 동적 하중에 대한 기하 강성 행렬, 

M은 질량 행렬(Mass matrix)을 의미하며, 고유치 해석(eigenvalue analysis)을 

통해 가진 주파수를 구할 수 있다. 

 

)cos()( 0 tPPtP t            
(3.3) 

 

0
42

2
)()(  MKKK

 d
g

s
g

         

(3.4) 
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Fig. 24와 같은 보 모델에 대해 유한요소해석을 이용한 고유치 해석 

결과 고유진동수(natural frequency)는 10.7Hz이고, 임계좌굴하중(critical 

buckling loads) 71.73N으로 계산되었다. 그리고 동적 좌굴 해석을 수행하여 

불안정 경계 영역(instability region)을 구하고, 이를 이론값과 비교한 결과 

Fig. 25과 같이 나타낼 수 있으며, 유사한 결과가 나옴을 확인할 수 있다. 

이 때 P0=0, 1 인 경우 이다. 그리고 Fig. 25에서 하중이 0일 때 

구조물이 불안정 해지는 가진 주파수는 고유진동수의 두 배임을 확인 할 

수 있으며, 동적 하중의 크기가 증가할수록 불안정 경계 영역이 넓어짐을 

확인할 수 있다. 
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Fig. 25 Dynamic Instability Region of Beam 
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3.4.2 Dynamic Buckling Analysis of Plate 

 

BC(Fixed)

P(t)

BC(23)BC(Fixed)
 

Fig. 26 Dynamic Buckling Model for Plate 

 

동적 좌굴 해석 프로그램의 검증을 위해 Fig. 26과 같은 판(plate) 

형상에 대한 동적 좌굴 실험값과 유한요소해석 결과를 비교해 보았다. 

판의 크기는 먼저 가로 1000mm, 세로 250mm, 두께 1mm 이고, 요소는 

4노드 쉘 요소 100x25격자(mesh)를 사용하였다. 탄성계수(Young‟s 

modulus)는 63.3GPa이고, 프아송 비(Poisson‟s ration)는 0.33, 밀도는 

2678.4kg/m
3의 물성치를 주었다. 경계조건은 실험 모델을 바탕으로 한쪽 

면은 양 끝 단의 50x50mm
2 영역을 고정 구속하였고, 반대쪽 면은 한쪽 

끝 단의 50x50mm
2 영역을 XZ방향의 변위에 대해 구속하였다. 하중은 식 

(3.3)와 같은 시간에 따른 하중을 가하였으며, 이 때 동적 좌굴 해석을 

위한 방정식은 식 (3.4)와 같다. 

Fig. 26과 같은 판(plate) 형상에 대해 유한요소해석을 이용한 고유치 

해석 결과 고유진동수(natural frequency)는 5.17Hz이고, 임계 좌굴 

하중(critical buckling loads)는 49.6N으로 계산되었다. 그리고 동적 하중에 

대한 동적 좌굴 해석을 수행하여 불안정 경계 영역(instability region)을 

구한 결과 Fig. 27과 같은 결과를 얻을 수 있으며, 실험값과 유한요소해석 

결과가 유사한 경향성을 보이는 것을 확인 할 수 있다. 이 때 실선이 

유한요소해석 결과이고 사각형 모양의 점들이 실험결과를 나타낸다.[11] 
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Fig. 27 Dynamic Instability Region of Plate 
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3.4.3 Dynamic Buckling Analysis of Stiffened Plate 

 

P(t) BC(12)

BC(Fixed)

BC(Fixed)

 

Fig. 28 Dynamic Buckling Analysis Model for Stiffened Plate 

 

동적 좌굴 해석 프로그램의 검증을 위해 Fig. 28과 같은 보강된 

판(stiffened plate) 형상에 대한 동적 좌굴 실험값과 유한요소해석 결과를 

비교해 보았다. 판의 크기는 먼저 가로 1000mm, 세로 250mm, 두께 1mm 

이고, 요소는 4노드 쉘 요소 100x25개를 사용하였다. 보강재는 가로 

1000mm, 세로 10mm, 두께 1mm이고, 요소는 4노드 쉘 요소 100x1개를 

사용하였다. 탄성계수(Young‟s modulus)는 62.4GPa이고, 프아송 비(Poisson‟s 

ration)는 0.33, 밀도는 2696.7kg/m
3의 물성치를 주었다. 경계조건은 실험 

모델을 바탕으로 한쪽 면은 양 끝 단의 50x50mm
2 영역을 고정 

구속하였고, 반대쪽 면은 한쪽 끝 단의 50x50mm
2 영역을 XY방향의 

변위에 대해 구속하였다. 하중은 식 (3.3)와 같은 시간에 따른 하중을 

가하였으며, 이 때 동적 좌굴 해석을 위한 방정식은 식 (3.4)와 같다. 

동적 하중에 대한 동적 좌굴 해석을 수행하여 불안정 경계 

영역(instability region)을 구한 결과 실험값과 유한요소해석 결과가 평판에 

비해 다소 차이가 남을 볼 수 있다.(Fig. 29) 그 이유는 유한요소해석의 

경우 모델이 “균질하다(homogeneous)”는 가정하에 해석이 이루어지지만 
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실제 구조물의 경우 다양한 결함(imperfection)이 존재하므로 이러한 

차이가 발생할 수 있다. 특히 보강된 판의 경우 일반 평판에 비해 

보강재를 만드는 과정에서 구조물에 결함(imperfection)이 발생할 가능성이 

높기 때문에 이러한 결과가 나타날 수 있다. 하지만 두 결과값에 대한 

전체적인 경향성은 유사함을 알 수 있다. 또한 앞서 해석한 평판과 

보강된 평판을 비교해 보면 보강된 평판의 임계 좌굴 하중이 증가하고, 

불안정 경계 영역이 전체적으로 상승함을 알 수 있다.[11] 
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Fig. 29 Comparison of Dynamic Instability Region for Stiffened Plate 

with Plate 
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4. 결 론 

 

동적 좌굴 현상은 구조물이 동적 압축 하중을 받을 때 발생하는 동적 

불안정 현상으로서, 특히 큰 동적 압축 하중 환경하에 노출되어 있는 

초음속 항공기나 탄도 미사일, 발사용 로켓과 지구 대기권 재돌입체 

그리고 고속의 수중운동체 등을 설계할 때 반드시 고려되어야 하는 

현상이다. 이에 본 연구에서는 동적 압축 하중을 받는 구조물의 동적 

좌굴 해석을 위한 프로그램을 개발하였다. 

 

본 연구를 위해 MITC4 쉘 요소를 사용하여 3차원 쉘 구조물을 

모델링 하였으며, 고유치 해석 시 필요한 기하 강성 행렬(Geometric 

stiffness matrix)을 구하기 위해 Total Lagrangian 방법을 사용하여 기하 

비선형 해석을 구현하였다. 그리고 질량 행렬은 구조물을 유연하게 하기 

위해서 집중 질량 행렬(Lumped mass matrix)을 사용하였다. 또한 진동 및 

정적/동적 좌굴 해석 시 필요한 고유치 해석 솔버(Eigenvalue analysis 

solver)는 Block Laczos 방법을 사용한 “BLZPACK”이라는 오픈 소스(Open 

source)를 사용하여 해석 프로그램을 구현하였다. 

 

본 연구에서 개발한 해석 프로그램을 사용하여 선형/비선형 정적 

해석과 진동 해석 그리고 정적 좌굴 해석을 수행하였고, 이를 이론값 및 

상용유한요소해석 프로그램 해석 결과와 비교하여 프로그램의 타당성과 

정확성을 검증하였다. 또한 보의 동적 좌굴 이론으로부터 구한 이론값과 

평판 그리고 보강된 평판의 동적 좌굴 실험을 통해 구한 실험값을 

유한요소해석 프로그램 결과와 비교하여 본 연구에서 개발한 동적 좌굴 

해석 프로그램의 타당성을 검증하였다. 

 

본 연구에서 개발한 동적 좌굴 해석을 위한 유한요소해석 프로그램을 

사용하여 구조물 설계 시 동적 좌굴 해석이 필요한 구조물에 대해 

해석을 수행 할 수 있으며, 이를 통해 불안정 경계 영역을 예측하고 

구조물의 안정화 방안을 모색할 수 있을 것으로 기대된다. 
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3. Jacobian Matrix 
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